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1 Einleitung / Motivation

Der Kosmos und dessenNaturgesetze können erstaunlich komplex sein.Während sich dieMathematikmit allem
Denkbaren befasst und so nur an die Grenzen der Logik und der Fantasie gebunden ist, hat sich die Physik das
einschränkende Ziel gesetzt, die Natur um uns herum abzubilden und befasst sich darum mit dem Beobacht-
und Messbaren. Hier liegt eine der grossen Stärken, aber auch eines der grossen Probleme der Physik. Es gibt
dieMöglichkeit, Experimente durchzuführen, umAntworten zu finden, allerdingsmüssen dazu auchMessungen
gemacht werden und diese unterliegen - in der uns zur Verfügung stehenden Natur - der Streuung und Fehlern.
Diese Messfehler nötigen uns, die Methoden der Statistik anzuwenden, um Einsicht in die Zusammenhänge zu
erhalten.

Ich arbeite heute als Dozent an einer Fachhochschule und kann sagen, denmeisten unserer Studierenden geht es
gleich wie mir; Messergebnisse (statistisch) zu interpretieren birgt Tücken. Allzu häufig ignorieren wir die kom-
plexen und subtilen Details und kommen mit einer einfachen, schnellen Messung davon. Sollte das doch nicht
reichen, gibt es die AllzweckwaffenMittelwert und Varianz. Damit begebenwir uns - oft unbewusst - in das Reich
der Normalverteilung. Dies reicht in sehr vielen Fällen aus, aber fussen die Probleme tiefer - haben wir es mit
anderen Verteilungen zu tun - reicht ein Kratzen an der Oberfläche nicht mehr aus.

Einer der Schlüsselmomente für mich war die Erkenntnis, dass das Gauss’sche Fehlerfortpflanzungsgesetz sehr
schnell an Grenzen stösst. Die Gauss’sche Fehlerfortpflanzung ist häufig das obere Limit, das Studierende ge-
winnbringend einsetzen können. Darum stellt sich die Frage, ob es einfachereMethoden und Zugänge gibt, diese
Zusammenhänge abzubilden und verstehbar zumachen.

2 Grundrechenoperationen mit Würfeln

Mit der Einführung von Computern sowie Skript- und Programmiersprachen, die vektorisiert auf NWerten ge-
nauso rechnen können, wie skalar auf einzelnen Grössen, haben wir ein sehr mächtiges Werkzeug erhalten [1].
Nutzenwir dieses zur Betrachtung der Grundrechenoperationen, indemwir zuerstNWerte aus einer gegebenen
Verteilung als Liste speichern und statt mit einzelnenWertenmit dieser Liste (Stichprobe) arbeitena.
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Abbildung 1: Wahrscheinlichkeit für das Auftreten einer be-
stimmten Augenzahl bei einemWürfel (A oder B).

Wichtigdabei ist,wiewirdie Stichprobe erzeugen; gu-
te Ergebnisse lassen sichmit dem Latin hypercube sam-
pling (LHS) erzielen [5].

Angenommen, wir haben zwei Grössen, deren Wer-
te nicht exakt bekannt sind, sondern die gleichverteilt
innerhalb eines gegebenen Intervalls liegen, z.B. zwei
Würfel und die dazugehörigen Listen von Werten A
und B.

Problem:Wie hoch ist dieWahrscheinlichkeit für das Auf-
treten einer bestimmten Augenzahl bei einem Würfel (A
oder B)?

Die Verteilungen A und B sind nicht korreliert und
zur besseren Veranschaulichung kleiner Unterschiede

sowie zur Verallgemeinerung werden kontinuierliche
Variablen verwendetb.

Die Frage danach, wie sich diese Grössen und deren
Verteilung unter einfachen arithmetischen Operatio-
nen der 1. und 2. Stufe verhalten, führt zu interessan-
ten Erkenntnissen.
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Abbildung 2: Wahrscheinlichkeit für das Auftreten einer be-
stimmten Summe der Augenzahl bei zweiWürfeln (A+ B).

Problem:Wie hoch ist dieWahrscheinlichkeit für das Auf-
treten einer bestimmten Summe der Augenzahl bei zwei
Würfeln (A+ B)?

Wir müssen nichts weiter tun, als die beiden Listen
für A und B elementweise zu addieren. Der Mittel-
wertc verhält sich so, wie sich die Addition der (ex-
akten) skalaren Werte verhält (also ohne Streuung);
es ist 3.5 + 3.5 = 7.0. Allerdings ist die Verteilung
nun nichtmehr gleichförmig, sondern dreieckigd. Das
ist entscheidend; die Verteilung für A+ B verhält sich
grundsätzlich anders als diejenige von A oder B. Die
Verteilung von A+ B ist symmetrisch.
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Abbildung 3:Wahrscheinlichkeit für das Auftreten eines be-
stimmten Produkts der Augenzahl bei zweiWürfeln (A · B).

Für die Subtraktion A − B erhalten wir dasselbe Ver-
haltenmit einemMittelwert von0.0,weil−1multipli-
ziert mit B die Verteilung an der y-Achse spiegelt. Die
Multiplikation führt zu folgendem

Problem:Wie hoch ist dieWahrscheinlichkeit für das Auf-
treten eines bestimmten Produkts der Augenzahl bei zwei
Würfeln?

Wie in Abb. 3 zu sehen, ist die Verteilung von A · B
nichtmehr symmetrisch, sondern zeigt höhereWahr-
scheinlichkeiten für Werte, die kleiner sind als der
Mittelwert. Das bedeutet, in so einem Experiment
werden wir häufiger Werte erhalten, die kleiner sind
als der Mittelwert und nur vereinzelt grössere Werte,
bis zu ca. 3 Mal so gross wie der Mittelwert (maximal
36).
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Abbildung 4:Wahrscheinlichkeit für das Auftreten eines be-
stimmtenQuotientender Augenzahl bei zweiWürfeln (A / B).
Zu bemerken ist hier, dass der Mittelwert nicht mehr mit der
Intuition überein stimmt, denn er ist ungleich 1.

Problem:Wie hoch ist dieWahrscheinlichkeit für das Auf-
treten eines bestimmten Quotienten der Augenzahl bei
zweiWürfeln?

ImFalle derDivision zeigt sich ein ähnlichesVerhalten
wie bei der Multiplikation.

Sicher sagen können wir, dass diese Verteilungen
nicht mehr gleichförmig sind und im Falle der 2. Stufe
asymmetrischwerden, sodass imExperimentderEin-
druck entstehen kann, dass der Mittelwert kleiner ist
(dasMaximum der PDF) weil einzelne grössereWerte
aufgrund der Seltenheit Gefahr laufen, als Ausreisser
klassifiziert und aussortiert zu werden.
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3 Fehlerfortpflanzung in der Physik
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Abbildung 5: Fadenpendel mit grosser Varianz: (g ± Δg) für
(l± Δl) = (1.00± 0.05) und (T± ΔT) = (2.0± 0.2).

Betrachten wir ein typisches Beispiel aus dem Phy-
sikunterricht, ein Fadenpendel. Wir vergleichen das
Gauss’sche Fehlerfortpflanzungsgesetz mit dem hier
präsentierten Ansatz.

Problem: Für ein Fadenpendel gilt zwischen Erdbeschleu-
nigung g, Fadenlänge l, undPeriodeTder folgendeZusam-
menhang g = 4π2lT−2. Bestimmen Sie aus (l ± Δl) =
(1.00 ± 0.05) und (T ± ΔT) = (2.0 ± 0.2) den Fehler
Δg.

Wie Abb. 5 zeigt, ist dies keine Normalverteilung
(Schiefe/Skewness = 0.0 und Wölbung/Kurtosis =
3.0) und darum gibt die Gauss’sche Fehlerfortpflan-
zung in diesem Fall mit (9.870 ± 2.035) (Varianz:
4.140) eine falsche Antwort.
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Abbildung 6: Fadenpendel mit kleiner Varianz: (g ± Δg) für
(l± Δl) = (1.00± 0.2) und (T± ΔT) = (2.0± 0.05).

Weder der Mittelwert noch die Varianz sind korrekt.
Das ist nicht überraschend, berücksichtigt man die
Tatsache, dass die Gauss’sche Fehlerfortpflanzung ei-
neApproximation ersterOrdnungunddamit linear ist
(1. Glied der Taylor-Reihe). Der T−2 Term kann nicht
akkurat approximiert werden. Dennoch funktioniert
diese Approximation für kleine Fehler in den kriti-
schen Termen gut. Das bedeutet, sofern der Fehler in
T klein ist, kann er im linearen Term l auch grösser
seine und trotzdem ist das Resultat korrekt, z.B. mit
(l± Δl) = (1.00± 0.2) und (T± ΔT) = (2.0± 0.05).

DasResultat stimmtnunwegendeskleinenFehlers im
nicht-linearen Teil T viel besser mit der Gauss’schen
Fehlerfortpflanzung überein; (9.870 ± 2.035) (Vari-
anz: 4.140).
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Abbildung 7: Zusammenfassung Fadenpendel zum Vergleich der Varianz in Abhängigkeit von Δl vs. ΔT. Die Abweichung
der Gauss’schen Fehlerfortpflanzung (links) sowie die Varianz (rechts) sind kritischer in ΔT-Richtung. Das Kreuz entspricht
Abb. 5, der Punkt Abb. 6.
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Abbildung8:Widerstand: (R±ΔR) für dieWerte (U±ΔU) =
(1.0± 0.01) und (I± ΔI) = (0.02± 0.002).

AlsweiteresBeispiel betrachtenwir dieMessungeines
elektrischenWiderstands.

Problem: Bestimmen Sie aus (U ± ΔU) = (1.0 ± 0.01)
und (I ± ΔI) = (0.02 ± 0.002) den Widerstand, sowie
dessen Fehler (R± ΔR).

Es zeigt sich inAbb. 8 eine leichteAbweichung vonder
Normalverteilung, und auch hier führt der Fehler im
nicht-linearen Term I zu Problemen, wie in der Über-
sicht in Abb. 9 zu sehen ist.

Meine Erfahrung zeigt, dass die Intuition für symme-
trische Verteilungen gut ist, aber in Fällen von unsym-
metrischen Verteilungen, die z.B. bei Operationen der
2. Stufe auftreten, versagt sie in vielen Fällen.
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Abbildung 9: Zusammenfassung Widerstand zum Vergleich der Varianz in Abhängigkeit von ΔU vs. ΔI. Die Abweichung
der Gauss’schen Fehlerfortpflanzung (links) sowie die Varianz (rechts) sind kritischer in ΔI-Richtung. Das Kreuz entspricht
Abb. 8.

4 Schlusswort

DieArbeitmit fehlerbehaftetenGrössen ist anspruchsvoll.ModerneMethoden,wiedieVerwendungcomputerge-
stützter, vektorisierter Berechnungen, ermöglichen es, imRahmenvonMonte-Carlo-SimulationendieseGrössen
alsWahrscheinlichkeitsverteilungen darzustellen und so entlang der gesamten Berechnung zu verfolgen, wie sie
sich verändern. Der Aufwand dafür ist minimal, da die Berechnungen nicht angepasst werdenmüssen. Stattdes-
sen können einfach die skalaren Ausgangsgrössen durch Listen von Stichproben ersetzt werden.

Als Beispiel seien hier Anwendungen erwähnt aus dem Ingenieurwesen zur Analyse der Bereiche, in denen sich
Parameter verändern oder bei physikalischen Experimenten, um zu verstehen, wie gross der Einfluss verschiede-
ner Messgrössen auf das Ergebnis und die Auflösung sind. Generell können auch mathematische Simulationen
gemacht werden, um zu verstehen, wie sich Wahrscheinlichkeitsverteilungen unter mathematischen Operatio-
nen verhalten.

Die Ausführungen hier zeigen insbesondere, dass die Gauss’sche Fehlerfortpflanzung sicher ein nützlichesWerk-
zeug ist, die Grenzen der Anwendbarkeit aber subtil sind. Konkret darf es für Terme, die nicht linear sind, nur be-
schränkt und für kleine Fehler verwendetwerden.Also solangedie resultierendeVerteilungeineGauss-/Normalver-
teilung istf.
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Abbildung8:Widerstand: (R±ΔR) für dieWerte (U±ΔU) =
(1.0± 0.01) und (I± ΔI) = (0.02± 0.002).

AlsweiteresBeispiel betrachtenwir dieMessungeines
elektrischenWiderstands.

Problem: Bestimmen Sie aus (U ± ΔU) = (1.0 ± 0.01)
und (I ± ΔI) = (0.02 ± 0.002) den Widerstand, sowie
dessen Fehler (R± ΔR).

Es zeigt sich inAbb. 8 eine leichteAbweichung vonder
Normalverteilung, und auch hier führt der Fehler im
nicht-linearen Term I zu Problemen, wie in der Über-
sicht in Abb. 9 zu sehen ist.

Meine Erfahrung zeigt, dass die Intuition für symme-
trische Verteilungen gut ist, aber in Fällen von unsym-
metrischen Verteilungen, die z.B. bei Operationen der
2. Stufe auftreten, versagt sie in vielen Fällen.
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Abbildung 9: Zusammenfassung Widerstand zum Vergleich der Varianz in Abhängigkeit von ΔU vs. ΔI. Die Abweichung
der Gauss’schen Fehlerfortpflanzung (links) sowie die Varianz (rechts) sind kritischer in ΔI-Richtung. Das Kreuz entspricht
Abb. 8.

4 Schlusswort

DieArbeitmit fehlerbehaftetenGrössen ist anspruchsvoll.ModerneMethoden,wiedieVerwendungcomputerge-
stützter, vektorisierter Berechnungen, ermöglichen es, imRahmenvonMonte-Carlo-SimulationendieseGrössen
alsWahrscheinlichkeitsverteilungen darzustellen und so entlang der gesamten Berechnung zu verfolgen, wie sie
sich verändern. Der Aufwand dafür ist minimal, da die Berechnungen nicht angepasst werdenmüssen. Stattdes-
sen können einfach die skalaren Ausgangsgrössen durch Listen von Stichproben ersetzt werden.

Als Beispiel seien hier Anwendungen erwähnt aus dem Ingenieurwesen zur Analyse der Bereiche, in denen sich
Parameter verändern oder bei physikalischen Experimenten, um zu verstehen, wie gross der Einfluss verschiede-
ner Messgrössen auf das Ergebnis und die Auflösung sind. Generell können auch mathematische Simulationen
gemacht werden, um zu verstehen, wie sich Wahrscheinlichkeitsverteilungen unter mathematischen Operatio-
nen verhalten.

Die Ausführungen hier zeigen insbesondere, dass die Gauss’sche Fehlerfortpflanzung sicher ein nützlichesWerk-
zeug ist, die Grenzen der Anwendbarkeit aber subtil sind. Konkret darf es für Terme, die nicht linear sind, nur be-
schränkt und für kleine Fehler verwendetwerden.Also solangedie resultierendeVerteilungeineGauss-/Normalver-
teilung istf.
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Für die praktische Anwendung und einfache Tests kann ich die Online-Applikation NIST Uncertainty Machine [2]
empfehlen. Für die Umsetzung imUnterricht ist Python [3] eine guteMöglichkeit. Es gibt verschiedenste Pakete,
die vektorisierte Berechnungen erlauben [4], Monte-Carlo-Simulationen durchführen [5] oder auchModelle von
Differentialgleichungen anhand von posteriori Daten detailliert analysieren können [6]. Für die automatische
Berechnung der Gauss’schen Fehlerfortpflanzung gibt es ebenso frei verfügbare Lösungen [7].

Alle in diesem Artikel gezeigten Beispiele sind in einem frei verfügbaren Notebook zusammengefasst[9] und zur
einfachen Nachvollziehbarkeit vorgerechnet.

Anmerkungen
a. Dieses Vorgehen entspricht einer Monte-Carlo-Simulation.

b. Reelle Zahlen bzw. Float-Variablen statt ganze Zahlen bzw. Integer-Variablen.

c. Als Approximation zum Erwartungswert wird im Sinne des Gesetzes der grossen Zahlen der Mittelwert der Stichproben verwen-
det.

d. Die Summe von unabhängigen gleichverteilten Zufallsvariablen auf dem Intervall [0;1] ist eine Irwin-Hall-Verteilung, sie nähert
sich der Normalverteilung an (Zentraler Grenzwertsatz).

e. Der Fehler Δl kann tatsächlich 50% undmehr sein, das wurde hier aber aufgrund der Übersichtlichkeit nicht dargestellt.

f. ”Das Gesetz ist nur anwendbar, wenn sich dieModellfunktion [...] bei Änderungen der Einflussgrössen [...] im Bereich ihrer Stan-
dardunsicherheiten [...] hinreichend linear verhält. Ist dies nicht der Fall, ist das Rechenverfahren erheblich aufwändiger.
Die NormDIN 1319[3] und der ’Leitfaden zur Angabe der Unsicherheit beimMessen’ geben Hinweise, wie eine unzulässige Nicht-
linearität zu erkennen und zu umgehen ist. Ausserdem ist Varianzhomogenität vorausgesetzt.”[8]

Links

[1] V. Tsoutsouras et al.: The Laplace Microarchitecture for Tracking Data Uncertainty and Its Implementation in a
RISC-V Processor (doi.org/10.1145/3466752.3480131)

[2] NIST Uncertainty Machine (uncertainty.nist.gov), Version 1.6.2

[3] python (www.python.org)

[4] NumPy (numpy.org)

[5] mcerp: Monte Carlo error propagation (pythonhosted.org/mcerp)

[6] Chaospy: uncertainty quantification using polynomial chaos expansions (chaospy.readthedocs.io)

[7] Uncertainties: a Python package for calculations with uncertainties (pythonhosted.org/uncertainties)

[8] Wikipedia: Fehlerfortpflanzung

[9] IPython Notebook mit Beispielen (gitlab.com/ursin-soler/vsmp-bulletin_fehlerfortpflanzung)

 

 

 

 

 

 

 

Auch hier stösst man übrigens wieder darauf, dass man nicht nach p und q zugleich fragen darf. (W. Pauli an W. 
Heisenberg, 1926) 

If I were forced to sum up in one sentence what the Copenhagen interpretation says to me, it would be “Shut up and 
calculate!” (D. Mermin in PHYSICS TODAY, 1985) 

 

Während Werner Heisenberg eine Professur in Leipzig ausschlägt, um im neuen Zentrum für theoretische Physik in 
Kopenhagen mit Niels Bohr Forschung betreiben zu können, ist der erst 26-jährige Wolfgang Pauli bereits Professor 
in Hamburg. Im Herbst 1925 hat er mit der von Heisenberg, Born und Jordan erfundenen Matrizenmechanik die 
Energieniveaus des H-Atoms berechnen können. Seine Studentin Lucy Mensing untersucht mit der gleichen 
Methodik die Infrarot-Spektren von zweiatomigen Molekülen und erklärt «Die Rotations-Schwingungsbanden nach 
der Quantenmechanik». Eine Basis dieser unanschaulichen Theorie ist 
die Nicht-Vertauschbarkeit von Matrizen, die physikalische Grössen 
darstellen. Vorschriften wie pq–qp = h/2πi, wo p die Impuls- und q die 
Ortsmatrix bedeuten, werden z. B. beim H-Atom bestätigt, aber von 
Einstein als Hokuspokus bezeichnet.  

Besonders angesichts der erfolgreichen Wellenmechanik will Pauli die 
Hintergründe besser verstehen. Am 19. Oktober 1926 leitet er das Er-
gebnis seiner Überlegungen in einem zwölfseitigen Brief an Heisenberg 
weiter. Ein Satz daraus wird berühmt: Man kann die Welt mit dem p-Auge 
und man kann sie  mit dem q-Auge ansehen, aber wenn man beide Augen 
aufmachen will, wird man irre. Paulis Brief zirkuliert in der internationalen Gesellschaft am Kopenhagener Institut. 
Er wird Ausgangspunkt für Heisenbergs quantitative Unbestimmtheitsrelation, für Bohrs qualitative Komple-
mentarität und für die vielschichtige «Kopenhagener Interpretation» des Formalismus der neuen Physik. 

Ein Streitpunkt ist, ob sich die Quantenmechanik auf Einzelobjekte bezieht, wie Einstein glaubte, oder nur auf 
grosse Gruppen von gleich präparierten Objekten, sog. Ensem-
bles. Die «Kopenhagener» sind von der Ensemble-
Interpretation überzeugt. Noch 1952 schreibt Schrödinger: It is 
fair to state that we are not experimenting with single particles 
any more than we can rise Ichtosauria in the zoo. Er hat die 
Entwicklung nicht vorhersehen können, denn genau für solche 
Experimente werden 2012, viele Jahre später, die Physik-

nobelpreise vergeben. Als Begründung dieser Ehre für den Franzosen Serge Haroche und den Amerikaner David 
Wineland steht: (…) for ground-breaking experimental methods that enable measuring and manipulation of 
individual quantum systems. 

Die Suche nach immer präziseren Atomuhren motiviert Winelands Team zu raffinierten Experimenten. Im Bild ist 
eine elektromagnetische Falle dargestellt, die ein einzelnes Hg-Ion 
festhält. Es wird durch einen UV-Laser beleuchtet, der es zum 
Fluoreszieren bringen. Das kleine Diagramm zeigt, dass die 
Fluoreszenz immer wieder kurz unterbrochen wird: die Kurve fällt auf 
0. Die Unterbrüche dokumentieren die von Schrödinger verwünschten 
Quantensprünge des Elektrons vom 2S-Niveau auf das 2D-Niveau und 
zurück. Im Energiediagramm sind sie als «’optical clock’ transition» 
bezeichnet: nicht Kern- sondern Atomresonanz! Ein Quantensprung 
nach oben verunmöglicht die Absorption der 194 nm-Quanten und 
unterbricht die Fluoreszenz. 

BOHR, HEISENBERG UND PAULI 
1936 

Serge Haroche         David Wineland 

WINELAND ET AL.             NOBEL 
LECTURE 
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