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1 Introduction

Les enseignants qui, dans le cadre d’un cours de mathématiques appliquées aux sciences expérimentales
ou a I’économie, souhaitent introduire la régression linéaire, s’en trouvent empéchés. Ils se considerent
a tort contraints d’enseigner des recettes dont les bases théoriques relevent d’un niveau supérieur. Or,
il n’en est rien. Nul n’est besoin en effet de faire appel au calcul différentiel, aux fonctions a deux
variables ou a ’algebre linéaire [1] pour établir I’équation de la droite des moindres carrés et évoquer
la notion de corrélation. Les propriétés élémentaires de la parabole suffisent. C’est ce que nous pro-
posons d’exposer ici. Les éléments théoriques présentés étant éminemment connus, le présent article
ne prétend a aucune originalité quant au fond. Son intérét réside dans la simplicité didactique de la
démarche proposée.

Un nuage de n points P;(x;;y;) du plan devrait, en théorie, se situer exactement sur une droite. Les
coordonnées y; étant entachées d’erreur (elles représentent par exemple les mesures d’une expérience),
les n points ne sont pas alignés. On cherche la droite d d’équation cartésienne y = p-x-+h qui minimise
la somme des carrés des distances verticales entre les points donnés P;(x;; y;) et les points théoriques
Dj(xi; pxi + h) (cf. dessin ci-apres), c’est-a-dire, la somme

n n

E= 2512 = Z(ti — )= Z(Pxi +h—y).

i=1 i=1

Cette droite est appelée droite des moindres carrés.

Soit le barycentre G(X; ¥) de ce nuage, c’est-a-dire le point ayant les coordonnées moyennes x = % S X
ety = % >, yi- Nous allons démontrer que la droite d contient le point G et que la pente p et 'ordonnée
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a l'origine h sont données par

(Dans ces formules et celles qui suivent, le symbole ) dénote une sommation pour l'indice i allant de
1an).

2 Deémonstration

2.1 Lemme algébrique banal

La parabole d’équation y = ax? + bx + ¢ a un sommet S d’abscisse x = —%. Sia > 0, le point S
correspond a un minimum de la fonction quadratique.

Ce résultat ne requiert pas de technique d’analyse. Il suffit d’observer que y = a - (x + z—ba)z —% + c est

>0

2 <1
minimal quand le terme positif a - (x + %) est nul, c’est-a-dire quand x = —%.

2.2 Les parameétres de la droite a partir du lemme

La droite optimale d ayant pour équation y = p-x+h, toute autre droite conduit & une somme )}, 57
supérieure a la valeur correspondante & d. Prouvons maintenant que la droite d contient le point G. Il
se trouve que la droite de pente p a une ordonnée a l'origine h qui rend minimale la somme

S(h) = > &
= D (pxi+h—y)
= Y (h+pxi—y)
= > [W+2(pxi — y)h+ (pxi — yi)’]
= ¢-h2+h~22(px,-—y,-)+---

a

b
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Cette expression quadratique est minimale (cf. lemme) pour

h__ b 25 (x—y) EZyi—p-%inzyfp-ic

2a 2n n
Ainsi I’équation de d s’écrit
y=p-xty—p-x

ce qui prouve qu’elle passe bien par le barycentre G(X;¥).

La droite optimale ayant pour équation y = p-x+y — p - X, sa pente p rend forcément minimale
I’expression quadratique

Qp) = Y o
> (pxi+y - px— yi)?
= Y lw-%-p- -
= > =0 p =2 -0 —y)p+ -]
= [ Y= e (DY =D =)+

a b

Ce qui signifie (cf. lemme) que

p:_£:2ZW—@w—@g@:%Zm—@m—ﬂ:cwuw
2a 2> (=% 1/n 5 2 (xi — %)? Var(x)

Il se trouve en effet que Var(x) = 13 (x; — X)* est appelée variance de la variable x et
Cov(x,y) = 13 (x; — X)(yi — ¥), covariance des variables x, y. Enfin

. . Cov(x,y) _
h=y-p-x=y Var(x) *

3 Corrélation

3.1 La droite de régression de x et y

La droite d’ajustement d : y = p - x + h exprimant y en fonction de x minimise la somme des carrés
des écarts verticaux entre les points donnés et les points de mémes abscisses situés sur la droite. Cette
droite est appelée droite de régression de y en x. Si on permute les roles respectifs de x et y, on
obtient une relation x = p’y + h’ caractérisant la droite d’ qui minimise la somme des carrés des écarts
horizontaux séparant les points donnés de ceux de mémes ordonnées sur la droite. Une telle droite est
appelée droite de régression de x en y. On détermine son équation

d . x=py+HW

de la méme manieére que celle appliquée pour la premiere droite mais en échangeant les roles de x et y.

3.2 Le coefficient de la corrélation

Si les points sont parfaitement alignés, alors les droites d et d sont confondues. Dans ce cas, leurs
pentes p et 1/p’ étant égales, on a alors p - p’ = 1. En général, les points mesurés ne sont toutefois pas
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alignés; la corrélation sera alors d’autant plus forte que les deux droites de régression sont proches.
Pour mesurer la corrélation, on introduit le coefficient de corrélation linéaire r défini comme étant la
moyenne géométrique des «pentesy p et p’

r==x+/p-p

Ce nombre, qui a le méme signe que p et p’, est toujours compris entre —1 et 1. Il mesure le degré

d’alignement des points et est donc tel que r = +1 si les points sont parfaitement alignés. Si r = 0, il

n’y a aucune dépendance linéaire entre x et y. Comme p = ({%‘&( ) et p = C\?;;((’;f ) on a donc

Cov(x y)
S(x) - S(v)

relation dans laquelle S(x) = /Var(x) et S(y) = y/Var(y) désignent les écarts-types de x et y.

4 Les équations normales

4.1 Démarche analytique

On obtient d’ordinaire la pente p et l'ordonnée h comme étant le couple (p;h) correspondant au
minimum de la fonction de deux variables

E(p;h) =Y 6 = (pxi+h—y)
i=1 i=1

¢’est-a-dire le point pour lequel les dérivées partielles 2 W et @ s’annulent. Les conditions % =0 et
9E _ 0 conduisent au systéme

dp
OE
%—ZZ@x,—i—h yi)-1 = 0
OE
ap—zz(pxl+h i) xi = 0

qui s’écrit aussi

p-Xxith-201 = Yy
p-yxi R x = Y Xy

ou encore

p-Xxi+tn-h = > |
p-yxi+h-Yx = Yyl (2)

Les relations (1) et (2) sont appelées équations normales.

() :

4.2 Démarche algébrique
On peut retrouver ces relations par une démarche purement algébrique.

Nous avons établi que
h=y—p-x
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Multipliée par n, cette relation s’écrit aussi

n.h — n)_;_pn)_c

n-h = Zy,-—p-in

ou encore

p-in—i-n-h:Zyi

qui n’est autre que la premiere équation normale.

Quant a la relation p - Var(x) = Cov(x, y), multipliée par n, elle s’écrit aussi

Py (-2 = > (xi—X)(i—7)
PY XK —2px Y xitnpdt = Y xyi—X Y Yyi—y D X+ nxy
Py x —2pn¥ +npX® = Y xiy; — Xny — ynx + nxy
pz:x,-z—npa’c2 = inyi—nicj/
PZ’C?JF()_’—P?_C)\”E, = > xwi

~—
h > xi

ou encore

PY G +hY xi=) xyi

qui n’est autre que la seconde équation normale.
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