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Le nombre d’Euler

Alexandre Junod, Lycée Denis-de-Rougemont (Neuchétel), alexandre.junod®rpn.ch

Problématique

Nous réunissons quelques résultats concernant le nombre d’Euler !, tels que I'existence de la limite
qui le définit, sa série avec les inverses des factorielles, sa fraction continue, son irrationalité et sa
transcendance. Certaines explications simplifient un peu celles que ’on rencontre habituellement.

1 Deux limites célébres

Le nombre d’Euler e = 2,7182818 peut étre donné par des limites :

. " . 1 1 1
e=lm (14— =lm (1+—=+=4+--4+—].
n—00 n n—o0 1 2! n!

Nous démontrons en premier lieu que ces deux limites existent et sont bel et bien égales.

Preuve. On peut tout d’abord remarquer que pour des nombres z > y > 0 et un entier n > 1, on a
(z—y)(n+1)y" < 2" =y < (z—y)(n+1)a" (*)

car le membre central est "1 — "l = (z — ) (2 + 2"y + 2" 22 + -+ "),

. 1\ ;.
Par exemple, pour les nombres a,, = (1 + 5) , on peut écrire

1 1\t 1\ 1 1\" 1
1+—)ap—apy1 = (1+— — |1+ < —(1+-= = —ay.
n n n+1 n n n

En ajoutant an+1 — %an aux deux extrémités, on trouve a, < an4+1 et la suite (a,)n>1 est donc
strictement croissante.

Les nombres b, = (1 + %) an, quant a eux, vérifient

1 1 n+2 1 n+2
1= )by—bpyr = (14— (1
()t = (00) - (1559

*) n+2 1\ 1 1 1
i N R = {1+ — = byt
” n(n—|—1)< +n—|—1> n +n+1 I+l n "t

En ajoutant b, aux deux extrémités, on obtient (1 4 %)bn > (14 %)bn+1, donc b, > b,11 et la suite
(bn)n>1 est strictement décroissante.

1. Leonhard Euler (1707 — 1783) contribua & de nombreux domaines des mathématiques (trigonométrie, géométrie,
analyse, algébre, théorie des nombres, théorie des graphes) et de la physique (mécanique, dynamique des fluides, optique).
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Comme b, > a,, on a des intervalles emboités [aq;b1] D [ag;ba] D -+ D [an;by] dont la longueur
by, —a, = %an L by, < L b1 4 tend vers zéro. La premiere limite a donc un sens et définit le nombre
d’Euler e.

Considérons maintenant S,, = 1+ 1, + 2. +- + . En développant a,, = (1 + ) avec la formule du

bindéme, on obtient
" /n\ (1\" “nn—1)---(n+1-k)1
w =3 (3) <n> > i B

k=0

= 1 2 E—1\]1
Zl. 1—=).(1=-=2)...(1= il
n n n k!
k=0
Le produit entre crochets est inférieur a 1, donc a, < S,. D’autre part, ce produit est supérieur a
(*) _
(1—@)]6:1— (1’“—(1—%)’6) > 1—w,don0

n

1 1 1
an>sﬂ_ﬁsn—2>sn_*8n: (1_>S > <1—>an.

n n

En prenant la limite lorsque n — oo dans cette suite d’inégalités, on trouve alors lim S, = e.
n—oo

2 Fraction continue

ar +b

a
Pour une matrice M = ( d) et un nombre x, on note M *x = et on vérifie facilement que
c

+d
1
My % (My % x) = (M1 Ms) * x. Par exemple, si on pose M(«) = ( > ona M(a)xx=a+ — et
x

plus généralement

M(ag)M(aq) - - M(ap) xx = ap +
a1+

. 1

an + —

x
Cette structure de fractions imbriquées les unes dans les autres s’appelle une fraction continue et on
la note [ag; a1, . . ., ay, z]. Pour un nombre irrationnel 0, il existe de maniére unique une suite (@, )n>0
de nombres entiers, strictement positifs sauf éventuellement g, et une suite (z,)n>0 de nombres
supérieurs a 1 telles que 0 = [ap; aq, . . ., ap, Ty] pour tout n > 0. On a alors 0 = T}Lnolo[ag; Aty ..y O]

et on note simplement 6 = [ap; a1, ag, as, . . .| lorsque la suite (ay,)n>0 ne présente aucune ambiguité.

Nous établissons ici la fraction continue e = [2;1,2,1,1,4,1,1,6,1,...] = [2;1,2n,1],>1, ou la partie
surlignée se répete indéfiniment en incrémentant ’entier n > 1.

Preuve. L’expression y = eV? + e~ V7 vérifie 'équation différentielle 4zy” = y — 2¢/. Par induction,
on a plus généralement 4zy"+2) =y — 2(2n 4 1)y autrement dit

(n) 4 ) (n+1)
Yy x (2n+1) 4x Yy
= 2(2n+1) y(nt1) fy(n+2) ( 1 0 ) ¥ y(n+2)’

1
En posant £ = -, on obtient et, par itération,

y"m (/4 202n+1) 1Y yt(1/4)
4’ y(r D (1/4) ( )

1 0) 7y

Januar 2020 Ausgabe 142 25



VSMP — SSPMP — SSIMF

y(1/4) _ (2 1)((13 1)m<2(2n+1) 1) y( D (1/4)

v (1/4) 10 0 1 0 )"y (1/a)
Appliquons la matrice M = ( 1 1 > A cette relation. A gauche de I’égalité, on obtient

el/2 712 e+1 5 2 0
M*€1/2_61/2:M*6_1:M*6:<02>*€:6

A droite de I’égalité, on utilise la relation MM (2k) = M(1)M(k — 1)M(1)M. On trouve alors

(n+1)
M(2)
Y (1/4)

autrement dit e = (2;1,2,1,1,4,1,...,1,2n,1, M * avec =
[ Cnt1] avec Gnia (1)

On doit encore vérifier que M * (11 > 1. A partir de la série de MacLaurin de Y, on a
d" P (n+k)! 1 k
) (1/4) =2|— — > 0.
V=275 (2k)! El(2n + 2k)!
k>0 z=1/4 k>0
Ceci étant valable pour tout entier n > 0, on en déduit que

M(1/4) =y (/9 + 2020+ )y TV (1/4) >y (1/4).

2
En remplagant n par n+1, il s’ensuit que (41 > 1 et donc M *(p41 = 1+i > 1 ce qui acheve la
n+1 —
+1

7’ . Ve 7z e
démonstration. Remarquons que nous avons également montré au passage que 7
e —

:[2+4n]n>0

3 Irrationalité

Avec une fraction continue infinie et non périodique, le nombre e n’est ni rationnel, ni irrationnel
quadratique 2. En fait, I'irrationalité du nombre e est facile & démontrer sans fraction continue. Nous
présentons la preuve de Joseph Fourier (1768 — 1830).

Preuve. Supposons que 'on puisse écrire e = & € Q avec n > 2 et regardons 1’égalité

"!< <1+111+21'+ +$1>>_”!<(ni1)!+(ni2)!+(ni3)!+'”>

qui découle de la série établie dans le premier paragraphe. Le membre de gauche serait un nombre
entier alors que le membre de droite est un nombre strictement positif inférieur a

Sy I SR S p— S
n+1 (n+1)  (n+1)2 on41 1—7#1 o ’

ce qui est absurde!

2. Un nombre rationnel admet une fraction continue finie obtenue par des divisions euclidiennes successives alors
qu’un irrationnel quadratique, c’est-a-dire un nombre de la forme a + by/n avec a,b € Q* et n entier positif non carré,
admet une fraction continue infinie présentant un motif répétitif.
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4 Transcendance

Charles Hermite (1822 — 1901) a démontré que le nombre d’Euler est transcendant, c’est-a-dire qu’il
n’est solution d’aucune équation polynomiale a coefficients entiers. La preuve n’est pas véritablement
difficile mais elle est d’une extraordinaire subtilité. Nous la présentons sous la forme d’une descente
infinie sur le degré d’un hypothétique polynéme a coefficients entiers qui s’annulerait en = = e.

Preuve. Soit f(z) un polynéme de degré d et F(x) = f(z) + f'(x) + f"(x) + --- + f@(x). On peut
remarquer que | — e‘xF(m)], = e "F(z) — e F'(z) = e *(F(z)— F'(z)) = e *f(x), donc

k
/0 e f(x) de = [~ e F(z)]s = F(0)— e *F(k).

Etant donnés des nombres entiers ag, aq, ..., a,, on a alors
n k n n
Z akek/ e “f(x) de = (Z akek> F(0) — Z arpF (k).
k=0 0 k=0 k=0

Supposons que = = e annule un polynéme P(z) = ag + a1x + ax? + - - - + a,x™ € Z[z] avec un degré
minimal n > 2 (on sait déja que e est irrationnel). L’égalité ci-dessus devient alors simplement

n k
S = Zakek/ e “f(x) dv = —(aoF(0) + a1 F (1) + -+ anF(n)).
k=0 0

Dévoilons maintenant I’expression du polynéme f. On considére un nombre premier p et on pose

flx) = xp_l((:c —(x—-2)-(x —n))p.

Ce polynéme de degré d = np + p — 1 se factorise par 2P~ ! et peut étre développé sous la forme
f(x) = cp12P™t + cpaP + - + cqx? avec des coefficients ¢ entiers. La k-iéme dérivée de f en z = 0
est f)(0) = k!, elle est nulle si k € {0,1,...,p — 2} et il s’agit d’un entier divisible par p! si k > p.
On a encore f®=1D(0) = (=1)"(n!)P(p — 1)!. Ainsi, F(0) est un nombre entier divisible par (p — 1)!.

On peut également développer f(x) avec des puissances de (z—m) pour m € {1,2,...,n} fixé. Comme
f(x) se factorise par (x —m)P, on a f(z) = cp(x — m)P + cpr1(x — m)PTL + -+ + cq(x — m)? ol les
coefficients c¢; sont des nombres entiers qui dépendent de m. La k-iéme dérivée de f en x = m est
f®(m) = ¢xk!, elle est nulle si k € {0,1,...,p — 1} et il ’agit d’un entier divisible par p! si k > p,
donc F(m) est un nombre entier divisible par p!.

Pour z € [0;n], on a la majoration |f(z)| < nP~1n™ et avec I'inégalité triangulaire, on obtient

n k n k
SI = (Yot [ erta) daf < Y lanlet [ 1) da
k=0 0 k=0 0
n k
< Z‘Gk‘ek/ nP g do — (Z’ak]kek)n"(n-n")p_l = C(n"thp L,
k=0 0 -~
constante C'>0
Comme % tend vers 0 lorsque p tend vers l'infini, on a % < %, donc |S| < (p — 1)},

lorsque p est suffisamment grand. On en déduit que S est nul car il s’agit d’un entier divisible par
(p — 1)I. Comme F(1),...,F(n) sont tous divisibles par pl, il en est de méme pour agF'(0) et donc
pour ag(—1)"P(n!)P(p — 1)!. Ainsi p divise ag(n!)? et comme p est arbitrairement grand, on a ag = 0.
P(z)
x

Il s’ensuit que x = e annule le polynéme € Z[z], ce qui contredit la minimalité supposée de n.
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