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"Beinahe-Pythagoras = Pell”
Beat Jaggi, beat.jaggi@Ophbern.ch und  Philipp Reinhard, philippreinhard@hotmail.com

1 Einleitung

Eugen Jost ist ein Kiinstler aus Thun, der es mit seinen Bildern meisterhaft versteht, Kunst und Ma-
thematik (und Sprache!) zu verbinden (siehe zum Beispiel [1], [2], [3]).

Eines seiner Bilder scheint eine Pythagoras-Konfiguration darzustellen, ein rechtwinkliges Dreieck
zusammen mit den beiden Kathetenquadraten und dem Hypotenusenquadrat.

Abbildung 1

Auf den zweiten Blick (auch die angegebenen Zahlen 25 = 52 und 49 = 72 verraten es) sieht man
schnell, dass die beiden "Kathetenquadrate” aus je 25 Hauschen bestehen, das "Hypotenusenquadrat”
aber 'nur’ aus 49 H&auschen. Sind die kleinen hellen und dunkleren Hauschen alle gleich gross, dann
ist das schwarze gleichschenklige Dreieck in der Mitte gar nicht rechtwinklig. Auf dem obigen Bild
ist das schwarze Dreieck tibrigens trotzdem rechtwinklig, der Kiinstler hat bei den Seitenldngen der
Quadrate und also der Hauschen leicht geschummelt!

Eine Konfiguration wie oben (mit lauter gleich grossen kleinen Héuschen) kann natiirlich gar nie zu
einem rechtwinkligen Dreieck fithren. Bezeichnet x die (ganzzahlige) Seitenlédnge der Kathete, y die

(ganzzahlige) Seitenlinge der Hypotenuse, dann miisste 22 + 22 = 222 = y2, also g—z = 2 und folglich
% = /2 sein. Das steht im Widerspruch zur Tatsche, dass v/2 irrational ist.

In Zusammenhang mit dem obigem Bild ist die Frage aufgetaucht, ob es andere Konfigurationen gibt,
bei denen nach dem ’Geschmack des Pythagoras’ entweder ein Héuschen fehlt oder eines zu viel ist.
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Bezeichnet wieder x die Seitenlénge der Kathete, y die Seitenlénge der Hypotenuse, dann lautet die
Aufgabe: Finde alle (positiven) ganzzahligen Lésungen der Gleichungen 2 + 22 = 222 = y? £ 1 resp.

y? — 22 = +1.
Diese beiden Gleichungen y? — 222 = 1 und y? — 222 = —1 sind Spezialfille der sogenannten
Pellschen Gleichung, einer diophantischen Gleichung, die allgemein die Form y? — da? = ¢ hat (siche

https://de.wikipedia.org/wiki/Pellsche_Gleichung). Diese Gleichung (mit d = 2) wurde wegen
des Zusammenhangs mit V2 bereits im Altertum studiert.

Gleichungen, bei denen 'nur’ ganzzahlige Losungen gesucht sind, heissen diophantisch (benannt nach
dem griechischen Mathematiker Diophantos von Alexandria (irgendwann zwischen -100 und +350).

2 Die Lésungen der Pell-Gleichungen y? — 222 = 1 und y? — 22% = —1

Wir bezeichnen die Gleichung y? — 222 = 1 mit Pell(+) und y? — 22% = —1 mit Pell(-).
Gesucht sind alle Paare (y, z) natiirlicher Zahlen, welche eine der beiden Gleichungen erfiillen.

Satz:
a) Die Zahlenpaare (yy, z,), rekursiv definiert durch

=135 Ynt1=Yn+ 22,

r1=1 3 Tnp1=yn+ o,
liefern abwechselnd Losungen von Pell(—) und von Pell(+).
b) Es gibt keine weiteren Losungen fiir eine der beiden Gleichungen.
Beweis:

a) Fiir jede natiirliche Zahl n gibt es eindeutig bestimmte natiirliche Zahlen y,, und z, mit

(1 + \/i)n =Yn + TnV/2. So ist y1 = x1 = 1 und wegen (1 + ﬂ)2 = 3 4 2v/2 weiter
yo = 3 und x2 = 2 etc.

Es ist einfach einzusehen, dass auch (1 — \/§)n =Yy — T2 gilt.

Wegen

(0 =[(1+v2) (1-v2)]" = (14 v2)" (1= v2)" = (4o + 20V2) (40 — 2av2) = 2202
ist (yn,zy) fir jede natiirliche Zahl n entweder Losung von Pell(+) oder von Pell(—).

Weiter folgt aus

Yni1 + Tpy1V2 = (1 + \/i)n+1 = (1 + \/§> (1 + \/§)n
= (1 + \/i) (yn + xn\/§> = (Yn + 222) + (Yn + 20) V2,

dass sich (yn41, Tnt1) aus (yn, x,) berechnen lasst.
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Ausgehend von (y1,x1) = (1,1) liefern die Rekursionsformeln

Yntl = Yn + 2T,

Tn+l = Yn+2Tp
folglich abwechselnd Losungen von Pell(+) oder von Pell(—):

(y1, 1) = (1,1) : 12-2.12= -1
(yo,22) = (1+2-1,1+1)=(3,2) : 32-2.22=1
(ys,z3) = (3+2-2,34+2)=(7,5) : 72—2.5%=—1 : vergleiche mit Abbildung 1.
(ya,04) = (T+2-5,7+5) = (17,12) : 172 -2.122 =1
(ys,5) = (17 +2-12,17 4+ 12) = (41,29) : 41> —2.29% = —1

= (
(Y6, z6) = (41 +2-29,41 +29) = (99,70) : 992 —2.70% =1

b) Eine einfache Rechnung zeigt: Fiir jede Losung (y,x) von Pell(+) oder von Pell(—) mit = > 1

und y > 2 gilt: <y <2zxresp. 0 <y —x < x.

Wie nehmen an, es gebe Losungen von Pell(+) oder von Pell(—), die nicht mit den obigen
Rekursionsformeln erzeugt werden kénnen. Wir wéhlen unter all diesen Losungen diejenige mit
dem kleinsten z-Wert und nennen sie (g, Z).

Aus Yp+1 = yYn + 2z, und 41 = Yn + T, folgt umgekehrt y, = —yn11 + 22,41 und
Ln = Yn+1 — Tntl.
Wegen
(- +28)° —2(5— ) =— (7" — 2%
wire mit (g,Z) auch (—y + 2%,y — ) Losung von Pell(+) oder von Pell(—), welche ebenfalls

nicht durch die Rekursionsformeln erzeugt werden kann.

Wegen 0 < § —Z < Z hatte die neue Losung aber einen kleineren (immer noch positiven) z-Wert
als (g, z). Das ist ein Widerspruch. O

Bemerkung: Auch mit grossen Werten fiir y, und x, wird die entstehende ”"Beinahe-Pythagoras”-
Konfiguration nie ganz rechtwinklig sein. Der Winkel im zentralen gleichschenkligen Dreieck betragt
nach Kosinussatz y2 = 22 + 22 — 222 cosy und wegen y2 — 222 = +1

+1
= arccos —-.
7 222

Waéren in Abbildung 1 alle Hauschen gleich gross, bekdme man mit z = 5

1
= — ~ 88.85Y.
Y arccos 50
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3 Die Losungen von Pell(—) oder Pell(+) und Kettenbriiche

Die Losungen (1,1), (3,2), (7,5), (17,12), (41,29), (99,70) von Pell(—) oder von Pell(+), je als
Bruch geschrieben, tauchen in einem weiteren Bild von Eugen Jost auf!

Abbildung 2

Die Briche %, 31 1T 4l % sind Néherungsbriiche des Kettenbruches von v/2.

2) 5 120 290

Den Kettenbruch von v/2 bekommt man, wenn man den Euklidischen Algorithmus mit V2 und 1
durchfihrt.

V2 = 1-1+(\/§—1) mit 0<r =v2-1<1
1 = 2-(\/5—1)+(3—2\/§) mit 0<ry=3—2v2<v2—1
V21 2-(3—2\/§)+(5\/§—7> mit 0<rs=5V2—7<3-2V2

Die Terme werden immer komplizierter! Multipliziert man aber die letzte Gleichung auf beiden Sei-
ten mit v/2 + 1, dann bekommt man gerade die mittlere Gleichung! Folglich werden alle folgenden
Divisionen mit Rest immer von der Form p = 2 - ¢ + r mit r < ¢ sein.

1

Der Kettenbruch von v/2 lautet also: 1+ T
2t —
24 .
o
Die ersten Ndherungsbriiche lauten (siehe Abbildung 2):
1 1 3 1 7 1 17
1=-=0 g c ¥y, - By, W
1 I 2 2 €To 24+ 5 5} T3 24+ 2+—l 12 T4
2

Naherungsbriiche sind - wie der Name schon sagt - Briiche, die eine gegebene irrationale Zahl sehr
gut approximieren. Man kann zum Beispiel zeigen, dass kein Bruch mit (natiirlichem) Nenner < 12
existiert, der sich von v/2 weniger unterscheidet als %
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Sei Z—’; der gekiirzte n-te Naherungsbruch von v/2. Dann gilt fiir den néchsten Kettenbruch

Yn+1 14 1 :yn+2xn
Tn+1 1+ % Yn + T

Der Bruch rechts ist dabei bereits vollstdndig gekiirzt, denn fiir den grossten gemeinsamen Teiler gilt

Da nach Definition Z”—J: ebenfalls vollstédndig gekiirzt ist, konnen wir die Zahler und Nenner je
gleichsetzen:

Yntl = Yo+ 2T,

Tpyl = Yn + Tnp.

Wir finden die gleichen Rekursionsformeln wie oben fiir die Losungen der beiden Pellschen Gleichungen!

Fazit: Alle Konfigurationen, bei denen 'Pythagoras’ um 1 verfehlt wird, ergeben sich als Lésungen der
beiden Pell-Gleichungen, durch die Entwicklung von (1 + \/5)” oder durch den Kettenbruch von v/2.

4 Pell(+) +— "Dreieckszahl=Quadratzahl”

Betrachten wir noch einmal die Gleichung Pell(+): y? — 222 = 1.

Satz:

Ist (y,z) Losung von y? — 222 = 1, dann ist (k,s) mit k = Y% und s = 5 Losung von

k(k+1) 82
2 2 - '

k(k+1)
2

Ist (k,s) Losung von = 5% dann ist (y, ) mit y = 2k + 1 und = = 2s Losung von y? — 222 = 1.

% =14+24+3+---+k ist die k-te Dreieckszahl.

Jeder Losung von Pell(+) entspricht eindeutig eine Dreieckszahl, die gleichzeitig eine Quadratzahl ist.

Beweis: Da 222 gerade ist, muss y? = 222 + 1 ungerade sein. Damit ist auch y ungerade, also von der
Form y = 2k + 1.

=02k +1)22 =4k +4k+1=222+1 = 2% =2k>+2k=2(K* + k).

Also ist 22 gerade und damit auch z. Einsetzen von x = 2s ergibt schliesslich

k(k+1)
— =5

Die Schlussrichtungen lassen sich umkehren. O
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Beispiele:
. . 2 2 . . 1.2 2
Fir (y,z) = (3,2) gilt 3 —-2-2°=1 <= Fir (k,s) = (1,1) gilt 721:1
8-9
Fiir (y,x) = (17,12) gilt 172 —2.12° =1 <= Fiir (k,s) = (8,6) gilt T:1+---+8=62

49 - 50
=1+ +49 = 35

Fiir (y,z) = (99,70) gilt 99> —2-70° =1 <= Fir (k,s) = (49,35) gilt

12 12

12 12

17

oo
Ne}

M ‘

17
177 -2.122=1
e

8.9
1+2+434+44+5+6+74+8=— =6

Abbildung 3

Das dunkle Rechteck der Breite % und der Hohe 8 + 1 steht fir 1+2+34+4+5+6+7+8 = %,
das dunkle Quadrat fiir 62. Auch wegen des Hohensatzes sind beide Flichen gleich.

5 Pell(—) <— Spezielle pythagoraische Zahlentripel

Satz:

Ist (y,z) Losung von y? — 222 = —1, dann ist (k,z) mit k = ygl Losung von k? + (k + 1)? = 22.

Ist (k,z) Losung von k% + (k + 1)? = 22 dann ist (y,z) mit y = 2k + 1 Losung von y? — 222 = —1.

Jeder Losung von y? — 222 = —1 entspricht eindeutig ein pythagoraisches Zahlentripel, bei dem sich
die Kathetenldngen um 1 unterscheiden!

Beweis: Auch bei der Gleichung y? — 222 = —1 muss y? und damit y ungerade sein: y = 2k + 1.
y? =22 = (2k+1)? -2t =4k? + 4k +1 222 = -1 = 224 2%+ 1=K+ (k+1)* =2
Die Schlussrichtungen lassen sich ebenfalls umkehren. O
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Beispiele:

Firr (y,z) = (1,1) gilt 12 =2-1> = -1 <= Fiir (k,z) = (0,1) gilt 0> 412 =12
Fiir (y,z) = (7,5) gilt 72 —2.52 = -1 <= Fiir (k,z) = (3,5) gilt 3% 4 4% = 52

Fiir (y,z) = (41,29) gilt 41> =225 = -1 <= Fiir (k,z) = (20,29) gilt 20* 4+ 21% = 292

5) 5 5}
5
52
,// 32
7
42
7

72_92.52= 1 < 3214%=52

Abbildung 4: Dem Bild von Eugen Jost in Abbildung 1 entspricht gerade das beriihmteste pythagoraische
Zahlentripel 32 4 4% = 52,

6 Kommentar

Die hier vorgestellten Tatsachen sind natiirlich alle langst bekannt.

Es ging den Autoren darum, aufzuzeigen, wie Kunst, die Bilder von Eugen Jost im Speziellen, span-
nende Reisen in die Welt der Mathematik ermdglichen kénnen.

Auf der hier beschriebenen Reise sind wir dem Satz des Pythagoras, Pell-Gleichungen, Rekursionsfor-
meln, dem Kosinussatz, Kettenbriichen, Naherungsbriichen, dem Euklidischen Algorithmus, Dreiecksza-
hlen, Quadratzahlen, dem Hohensatz und pythagordischen Zahlentripeln begegnet!

Es warten weitere Reisen! (Siehe zum Beispiel [1], [2], [3].)
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