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Mathematische Modelle fur die Covid-19 Epidemie
Fritz Gassmann, 5412 Vogelsang, gassmann@bluewin.ch

Der folgende Artikel wurde aus der Vierteljahrsschrift 2|2020 Seiten 12 - 15 der
Naturforschenden Gesellschaft in Zirich enthommen. Die Simulationsrechnung wurde
auf Anfang August 2020 aktualisiert.

Die Entwicklung der Covid-19 Infektionszahlen hat im Mérz 2020 {iberrascht. Dahinter verbirgt
sich jedoch ein einfacher Mechanismus, der uns den Ernst der Lage begreiflich macht, aber auch
hilft, die tiglich publizierten Infektionszahlen zu interpretieren.

1 Einleitung

Die Covid-19 Pandemie stellt uns vor Probleme, die wir in der heutigen Zeit kaum fiir moglich ge-
halten haben. Praktisch alle betroffenen Linder wurden durch die explosive globale Ausbreitung
dieses neuen Virus iiberrumpelt. Aufgrund der schnellen Transportsysteme sprang das Virus innert
Tagen {iber riesige Distanzen. Von China in Europa angekommen, wurde es durch eine sehr mobile
und ineinander verflochtene Gesellschaft rasend schnell auf alle Lander verteilt und dort von einem
Individuum zum néchsten transportiert. Jeder Mensch hat innerhalb eines Tages direkten Kontakt
zu einer Vielzahl anderer Menschen durch das traditionelle Hiandeschiitteln oder indirekte Kontakte
dadurch, dass alle in einem Raum dieselbe Luft inklusive feine Wassertropfchen einatmen.

Es ist unmdglich, all diese Prozesse im Detail zu untersuchen und nachzurechnen. Trotzdem kann
man mit Hilfe von statistischen Mittelwerten (analog wie bei der Theorie des idealen Gases, wo
auch nur Mittelwerte iiber viele Atome oder Molekiile beschrieben werden konnen) den Kern des
Geschehens erfassen und die zeitliche Entwicklung wichtiger Grdssen, wie beispielsweise die An-
zahl infizierter Personen, durch Gleichungen beschreiben. Das Ergebnis solcher Bemiihungen sind
mathematische Modelle, die den Verlauf der tdglich gemessenen Infektionen nachbilden. Je besser
dies gelingt, desto grosser ist die Uberzeugung, dass man die wichtigsten Prozesse verstanden hat
und das Modell benutzen kann, um den momentanen Zustand des Systems zu analysieren und mog-
liche Zukunftsszenarien zu berechnen.

2 Ein approximatives Modell

Der erste Schweizer Patient wurde in Italien angesteckt und am 24. Februar im Kanton Tessin posi-
tiv auf das Coronavirus getestet. Die Ansteckung liegt also sicher vor diesem Datum. Aus der Zu-
nahme der Infektionszahlen in China und Italien wusste man, dass die Verdopplungszeit V nur etwa
2 Tage betrdgt. Mit diesen ersten Angaben konnen wir eine approximative Analyse wagen: Fiir den
Tag t konnen wir die Anzahl der Infektionen zu 1=2"V abschitzen. Fiir 20 Tage erhalten wir rund
1000 Infizierte, was in der Schweiz am 10. Mérz eintrat. Unser Modell passt also am besten mit den
Beobachtungen {iberein, wenn wir den Tag 20 auf diesen Tag legen. Der Tag 0 fillt so auf den 19.
Februar, also 5 Tage vor dem ersten positiven Test, was sinnvoll erscheint.

Dieses sehr einfache Modell lehrt uns bereits etwas Entscheidendes: 20 Tage lang ist nichts Ausser-
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ordentliches passiert, 1000 Infizierte sind nicht beéngstigend und fast niemand nahm die Situation
ernst. Doch nach nur 6 weiteren Tagen schnellt die Zahl der Infizierten geméss diesem Modell auf
8000 und nach weiteren 20 Tagen wire die gesamte Schweizer Bevolkerung infiziert! Das Modell
gibt eine Warnung, obwohl es nicht korrekt sein kann fiir Zeitrdume, die iiber die Dauer der Krank-
heit von rund 2 Wochen hinausgehen. Wir brauchen ein verbessertes Modell, das die immunen und
am Coronavirus verstorbenen Personen beriicksichtigt.

3 Ein genaueres Modell

Seit fast einem Jahrhundert rechnen Epidemiologen mit verschiedenen Versionen der sogenannten
SIR-Modelle. Die Buchstaben stehen fiir «Susceptible individuals» (ansteckbare Personen), «Infec-
tious individuals» (infizierte Personen, die ansteckend sind und bereits im approximativen Modell
beriicksichtigt wurden) und «Removed individuals» (aus dem Ansteckungsprozess ausgeschiedene
Personen, die nicht mehr krank, sondern entweder immun oder tot sind) (Kermack & McKendrick,
1927).

Obwohl die normalen SIR-Modelle ungeeignet sind fiir die Simulation der tiglichen Neuinfektio-
nen, werden sie in allen Simulationsmodellen benutzt, die ich im Internet finden und identifizieren
konnte. Ich wihle hier den von Markus Noll kiirzlich vorgeschlagenen Ansatz (Noll, 2020), um ein
einfaches aber korrektes Modell zu finden. Dabei nehme ich an, dass zu jeder Zeit t nur ein kleiner
Teil I(t) der Bevolkerung durch Covid-19 infiziert wurde: In der Schweiz sind dies heute mindes-
tens 37°000 bestdtigte Félle (die Dunkelziffer ist leider bislang unbekannt). S kann deshalb als etwa
konstant betrachtet werden und die Herdenimmunitét spielt hochstens eine untergeordnete Rolle.
Ich stelle mir idealisierend vor, dass alle Personen gleich lang krank (etwa 2 Wochen) und wéhrend
dieser Zeit immer gleich ansteckend sind. Mit diesen vereinfachenden Annahmen lésst sich die An-
zahl Personen angeben, die die Krankheit durchgemacht haben und zur Zeit t entweder immun oder
tot sind: Dies sind diejenigen Personen, die zur Zeit t-K infiziert wurden. Am Tag t sind folglich
{I(t)-I(t-K)} Personen krank (und ansteckend). Die entsprechende Bilanzgleichung lautet:

diit) R

dt K

{ict) It -K)}

I(t) = Summe aller je infizierter Personen zur Zeit t
K =Krankheitsdauer
Rer = effektive Reproduktionszahl

Die effektive Reproduktionszahl R ist die durchschnittliche Anzahl Personen, die eine infizierte
Person wihrend ihrer Krankheitsdauer ansteckt. In der Verzogerungs-Differentialgleichung (Delay
Differential Equation) steht deshalb als Vorfaktor R./K, also die Wahrscheinlichkeit, dass eine infi-
zierte Person pro Zeiteinheit eine andere ansteckt. Die tdglichen Neuinfektionen (zu identifizieren
mit dI(t)/dt) und die monoton wachsende Summe der Infektionen (zu identifizieren mit I(t)) werden
jeden Tag publiziert und kénnen fiir die Schweiz unter http://coronamap.ch eingesehen werden.

Weil man die obige Gleichung nur fiir konstante Werte von R./K aufléosen kann, wofiir sie Expo-
nentialfunktionen liefert, habe ich das weit verbreitete Programmpaket «Mathematica» verwendet,
mit dem die Differentialgleichung auf einer einzigen Programmzeile Platz hat. Mit Hilfe eingebau-
ter Solver (Losungsalgorithmen) konnen damit auch numerische Losungen fiir zeitlich variables
Ren(t) gefunden werden.
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4 Kalibrierung des Modells

Um die Epidemie iliber 140 Tage simulieren zu kénnen, habe ich eine Funktion R.x(t) so gewihlt,
dass sie bei einer hohen Reproduktionszahl R, beginnt (Re#(0)=R,) und dann kontinuierlich auf
einen niedrigeren Wert R, abfdllt. Um dies zu erreichen, habe ich die dafiir hdufig benutzte S-
Funktion 1/{1+e*""Y'"V} verwendet, die zur Zeit t’=0 fast eins ist (0,982). Bei t’=U betrigt sie genau
0,5 und bei t’=2U wird sie fast 0 (0,018). Um diese S-Funktion zeitlich verschieben zu konnen,
brauchte ich einen zusitzlichen Parameter ty, den Umschaltzeitpunkt, bei dem die S-Funktion den
Wert 0,5 hat. Dies ergibt sich, wenn t’- U =t - ty gesetzt wird. Da viele Leute ihr Verhalten bereits
vor dem Inkrafttreten verordneter Massnahmen verdndert haben, viele andere jedoch erst deutlich
spéter den Ernst der Lage begriffen haben, ist zu erwarten, dass das gesamte Umschaltintervall 2U
sich iiber viele Tage erstreckt.

Die Zahlenwerte der 5 unbekannten Parameter Ry, R, K, U und ty habe ich gefunden, indem ich die
Differenzen zwischen den beobachteten und mit verschiedenen Parameter-Kombinationen berech-
neten Infektionszahlen minimiert habe. Mathematica stellt Algorithmen zur Auffindung des Mini-
mums einer mehrdimensionalen Funktion zur Verfiigung. Die folgenden Werte ergaben eine iiberra-
schend gute Ubereinstimmung zwischen Modell und Beobachtungen zwischen dem 19. Februar und
dem 17. Mai: R¢=5,7, Ri=0,54, K=16 Tage, U=20 Tage und t,;=26.6 Tage. Es ist beachtenswert,
dass sich als Umschaltzeitpunkt ty der 16. Mérz ergab, an dem der Lockdown begann und als
gesamtes Umschaltintervall 2U 40 Tage herauskamen, die bis zum 25. Februar zuriickreichen, also
bis zum Bekanntwerden der ersten Infektion. Die effektive Reproduktionszahl R sank also bereits
vor dem Lockdown auf etwa 3,1 ab (Mittelwert von R, und R,). Dieses subexponentielle Wachstum
wurde auch in einer kiirzlich verdffentlichten Studie anhand der chinesischen Zahlen festgestellt
(Maier & Brockmann, 2020), die zu vergleichbaren Werten kam.

Eine wichtige Einschrankung muss erwdhnt werden: Das Modell kann nie besser sein als die ver-
wendeten Daten und die Infektionszahlen sind mit verschiedenen Fehlern behaftet. Eine wichtige
Fehlerquelle ist die Dunkelziffer, weil nur ein Teil der Bevilkerung objektiv getestet werden kann.
Falls jedoch diese unbekannte Dunkelziffer immer dasselbe Vielfache der Getesteten ausmacht,
wiirde sie die Verldsslichkeit des Modells nicht beeintrdchtigen. Da man dies nicht wissen kann,
benutzt man das Modell aber besser nicht fiir Prognosen, sondern hochstens fiir die Berechnung von
Szenarien und als Interpretationshilfe fiir die Resultate eines fortlaufenden Monitoring. So erkennt
man wichtige Verdnderungen im Verhalten des Systems und kann versuchen, mit Hilfe von Modifi-
kationen des Modells herauszufinden, welche Prozesse die beobachteten Verdnderungen verursacht
haben konnten.

5 Was lernen wir aus diesem Modell?

Generell kann festgestellt werden, dass die gute Ubereinstimmung der Modellrechnung mit den
publizierten Infektionszahlen zeigt, dass die ablaufenden Prozesse (im statistischen Mittel) verstan-
den werden konnten. Weiter lernt man durch «spielen» mit der Gleichung, dass das System auf
kleinste Verdnderungen der Parameter extrem empfindlich reagiert. Dies bedeutet, dass die Werte
der Parameter gut definiert sind und dazu benutzt werden konnen, verschiedene Massnahmen,
Situationen oder Lander miteinander zu vergleichen.

Die Infektionszahlen betrugen am 16. Méarz rund 4000 und zeigten eine Zunahme von knapp 800
Neuinfektionen pro Tag: Der Bundesrat erkldrte die «ausserordentliche Lage». Die Wirkung war
gliicklicherweise wie erwartet: Am 22. Mirz (Tag 32) wurde der Spitzenwert mit etwa 1100 Neuin-
fektionen erreicht. Ohne die zusitzlichen Massnahmen wéren an diesem Tag bereits rund 6’000
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Neuinfektionen gezdhlt worden. Es war also hochste Zeit fiir die Notbremse! Man muss dabei
beachten, dass der Bundesrat keine wissenschaftlichen Grundlagen hatte, die ihm mit Sicherheit
vorhergesagt hétten, dass die angeordneten Massnahmen zu einer geniigenden Abnahme der
tdglichen Neuinfektionen flihren wiirde. Er hat im «Blindflug» agieren miissen und ein gutes
Resultat erreicht, ohne drastische Polizeimassnahmen zu verordnen. Dabei muss auch erwihnt
werden, dass die Schweizer Bevolkerung (mit wenigen Ausnahmen) seinen Anweisungen
weitgehend freiwillig gefolgt ist und die Massnahmen gewissenhaft umgesetzt hat.

Das Modell demonstriert den Erfolg der angeordneten Massnahmen: Diese haben die Reproduk-
tionszahl von 3,1 auf 0,54 um rund den Faktor 6 reduziert. Wichtig war, dass die Reproduktionszahl
nach rund einer Woche unterhalb von 1 zu liegen kam, denn nur so konnten die tdglichen
Neuinfektionen abnehmen. Wére der Wert nur auf 1 zurlickgegangen, widren die téglichen
Neuinfektionen bei fast 2000 konstant geblieben.

In den Offnungsphasen I und II lagen die fluktuierenden téiglich publizierten Infektionszahlen bis

Anfang Juni symmetrisch um die Modellresultate herum. Dies bedeutet, dass die Lockerungen der
Phasen I und II gliicklicherweise nicht zu einer Erhéhung der Reproduktionszahl fiihrten.
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Tage nach 19.2.2020: 103=1.6., 133=1.7., 164=1.8., 195=1.9.

Téagliche Covid-19 Neuinfektionen in der Schweiz. Die Modellrechnung (dicke schwarze Kurve)
stimmt bis zum 30. Mai (Tag 101) mit den Werten von http://coronamap.ch (Punkte) abgesehen von
Fluktuationen iiberein. Nach dem Beginn der dritten Offnungsphase stieg die Reproduktionszahl
wieder auf 1,52 an, was zu einem erneuten exponentiellen Anstieg fiihrte. Die Punkte in Phase III
sind vom Autor geschitzte mittlere Werte. Die graue Kurve zeigt die Fortsetzung des unverénderten
Verlaufs. Die schwarze Kurve trifft zu, wenn es Anfang August gelang, die Reproduktionszahl
nachhaltig auf 0,95 zu senken. (Rechnung und Grafik des Autors)
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6 Weitere Lockerung der Massnahmen (Phase lll)

Am 8. Juni (Tag 110) wurden weitere Lockerungen erlaubt und anschliessend gab der Bundesrat die
Verantwortung fiir regional angepasste Massnahmen an die Kantone ab. Leider hat ein grosser Teil
der Bevolkerung diesen Schritt als ,,Ubungsabbruch® aufgefasst und ging zu gewohnten Verhaltens-
mustern iiber. Darauf reagierte die Reproduktionszahl und kletterte von 0,54 auf 1,52 hoch, wo sie
fast 2 Monate stagnierte. Die Simulation zeigt den dadurch verursachten exponentiellen Anstieg der
taglichen Infektionszahlen, die innerhalb eines weiteren Monats den Spitzenwert des 22. Mérz (Tag
32) {ibertroffen hitten (diinne graue Kurve). Die vom Autor geschitzten mittleren tiglichen
Neuinfektionen in der Phase III (unter Vernachldssigung kurzzeitiger grosser Fluktuationen) lassen
Anfang August eine Stabilisierung oder sogar eine Abnahme vermuten. Ist die Bevolkerung auf
Grund der steigenden tdglich kommunizierten Fallzahlen vorsichtiger geworden? Die dicke
schwarze Kurve zeigt den Verlauf der Infektionszahlen, falls die Reproduktionszahl nachhaltig auf
0,95 gesunken wire. Ob wir in der Schweiz vor dem Einsatz eines Impfstoffes noch einmal auf
einstellige Werte kommen werden scheint jedoch fraglich.

Der Verlauf der schweizerischen Covid-19 Epidemie in der zweiten Jahreshdlfte wird entscheidend
vom Verhalten der Bevolkerung abhéngen und kann nicht vorhergesagt werden. Entscheidend ist
die durchschnittliche Zahl der tdglichen Kontakte von nicht immunen Personen mit an Covid-19
akut erkrankten Personen, multipliziert mit der Wahrscheinlichkeit, dass bei einem Kontakt eine
Ansteckung erfolgt. Dabei zdhlen auch indirekte Kontakte wie beispielsweise die Beriihrung eines
Einkaufswagens oder einer Tiirfalle, die vorher von einer kranken Person angefasst wurde. So erge-
ben sich ohne weiteres tiglich etliche Kontakte mit erheblichem Infektionspotenzial. Da eine Infek-
tion nicht sofort realisiert werden kann, besteht die einzige Moglichkeit zur Minimierung von
Ansteckungen darin, die Hygienevorschriften weiterhin einzuhalten.

7 Wann ist die Pandemie vortber?

Eine definitive Antwort auf diese berechtigte Frage ist heute nicht mdglich. Ein Ubergang zur
Situation vor der Covid-19 Pandemie wird erst moglich, wenn ein sicherer Impfstoff in gentligender
Menge vorliegt. Selbst wenn es der Schweiz gelingt, die Neuinfektionen bereits vorher auf tiefem
Niveau zu stabilisieren, was Anfang Juni ein erstes Mal erreicht wurde, wire ein freier Personen-
und Warenverkehr in einer Welt mit vielen an Covid-19 akut erkrankten Personen undenkbar.
Momentan gibt es weltweit rund 250'000 Neuinfektionen pro Tag in den USA, Indien, Brasilien
und weiteren Hotspots, sodass mit rund 4 Millionen (1/4 Million pro Tag mal 16 Tage Krankheits-
dauer) akut erkrankter Personen gerechnet werden muss. Eine einzige unentdeckte kranke Person
geniigt, um lokal einen neuen Ausbruch zu verursachen.

Auch die Hoffnung auf die Herdenimmunitét ist eine Illusion. Dafiir miisste der Grossteil der
Bevolkerung immun sein, d.h. die Krankheit durchgemacht haben. Mit beispielsweise 200 Neuin-
fektionen pro Tag wiirde dies fiir die Schweiz etwa ein Jahrhundert dauern. Selbst wenn die Dun-
kelziffer einen Faktor 10 betragen wiirde (d.h. zehnmal so viele Neuansteckungen pro Tag wie offi-
ziell bekannt), wiirde es immer noch etwa ein Jahrzehnt dauern, bis die Herdenimmunitit regional
in der Schweiz die Krankheit besiegen wiirde. Vorausgesetzt wird jedoch fiir diese Abschétzung,
dass die Immunitét ldngere Zeit (viele Jahre) anhilt und in der Zeitspanne bis zur Erreichung der
Herdenimmunitédt (10-100 Jahre) das Covid-19 oder ein anderes Virus die Immunitit nicht durch
geeignete Mutationen umgehen kann.
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8 Reproduktionszahlen sind modellabhangig

Ich habe ein noch genaueres Modell entwickelt, das zusétzlich beriicksichtigt, dass eine infizierte
Person nicht wihrend der gesamten Krankheitsdauer gleich ansteckend ist: Die Ansteckungswahr-
scheinlichkeit zeigt einen Spitzenwert 3 Tage nach der Infektion, bevor sie innerhalb von weiteren
13 Tagen verschwindet. Dadurch veréndern sich die aus der Simulation abgeleiteten Reproduktions-
zahlen und ich erhielt fiir die Reproduktionszahl nach dem Lockdown bis und mit Phase II den
neuen Wert von 0,71 (anstelle von 0,54), der mit dem Wert der Swiss National Covid-19 Science
Task Force iibereinstimmt (vgl. https://ncs-tf.ch/en/situation-report). Beachtenswert ist auch, dass
die oben durch Kalibrierung bestimmte Krankheitsdauer von 16 Tagen mit dem aus Beobachtungen
erhaltenen Ansteckungsintervall iibereinstimmt.

Der Autor ist Physiker mit Fachgebiet Modellierung komplexer Systeme, ehem. Paul Scherrer Insti-
tut und FHNW Brugg-Windisch, seit 2017 Président der Naturforschenden Gesellschaft in Ziirich
NGZH.
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Kometen, Supernovae und Gravitationswellen
Neue Erkenntnisse der Astrophysik und Kosmologie

. K. Altwegg F.Thielemann, B Le bundgut F.Gassmann Ph.Jetzer
i Bern Uni Basel & atte fm. P% ni Z{rich

Bestellung unter www.ngzh.ch oder gassmann@bluewin.ch fur Fr. 25 + Versand

Die vier Kapitel behandeln auf 72 Seiten die Rosetta-Mission zum Kometen Churyumov-Gerasi-
menko, Explosionsmechanismen der Supernovae, die Expansion des Universums, die ersten Ent-
deckungen mit Hilfe von Gravitationswellen, das geplante europdische Weltraum-Gravitations-
wellen-Observatorium LISA und die Relativitétstheorien von Einstein. In letzterem wird gezeigt,
wie Schwarze Locher auf Gymnasialstufe korrekt behandelt werden kénnen.
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