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La loi de réciprocité quadratique

Alexandre Junod, Lycée Denis-de-Rougemont (Neuchétel), alexandre.junod®rpn.ch

Véritable chef d’oeuvre de la théorie des nombres, la loi de réciprocité quadratique a été découverte
indépendamment par Leonhard Euler en 1783 et Adrien-Marie Legendre en 1785. Carl Friedrich Gauss
en donna une premiere démonstration complete en 1801 et on compte aujourd’hui plus de 200 preuves
recensées sur la page internet http://www.rzuser.uni-heidelberg.de/~hb3/rchrono.html. Nous
présentons ici une des preuves de Gotthold Eisenstein (1823—1852) qui nécessite peu de pré-requis.

1 Le lemme de Gauss et le petit théoreme de Fermat

k
On considére un nombre premier p # 2, un entier ¢ non divisible par p et un entier _q P
ke{l,2,...,N} avec N = %. Par division euclidienne, on peut trouver des nombres C Ay
a, = |kq/p) et r, € {1,2,...,p — 1} tels que kg = a,p + 7. Tk

On pose alors 7, = 1) sir, <N, 7, =7, —psir, > N et on note n le nombre de valeurs de k pour
lesquelles 7, < 0.

Effectuons le produit modulo p de tous les nombres kg = r, (pour k =1,2,...,N):

N N

N
"N = ] = 17 = O] I7)
k=1

k=1 k=1

Les N nombres entiers |, | vérifient clairement 1 < [7,| < N et ils sont tous différents : si 7, =7, on
aurait r, = r_, donc (k — s)qg = (a;, — a,)p, mais p ne divise ni ¢ ni [k — s| < N, sauf si k = s. De
méme, si 7, = —7,, on aurait r, +r_ = p, donc (k+s)q = (1 +a, + a;)p, mais comme p ne divise ni ¢
ni k+s € {2,3,...,p— 1}, la supposition initiale est absurde. Ainsi 'ensemble {|7}|: 1<k < N} est
simplement {1,2,..., N} et la congruence ci-dessus devient ¢V N! = (—1)"N!. Comme p ne divise
pas N!, on en déduit que ¢V = (—1)" (mod p). Cette congruence constitue le lemme de Gauss et le
petit théoréme de Fermat en découle immédiatement : p divise (¢~ —1)(¢" +1) = ¢°~! — 1, autrement
dit ¢°~! = 1 modulo p (lorsque, rappelons-le, ¢ n’est pas divisible par le nombre premier p).

Lemme d’Eisenstein. Supposons que 'entier ¢ soit impair et effectuons la somme des nombres kq :

N N N N N
qZk‘ = pZak—i—Zrk = pZak+Z?k+np.
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Modulo 2, on a p = g = 1 = —1, donc on peut écrire Zk: = Zak + Z|?k| — n. Comme les
ensembles {|7,| : 1 <k < N}et{1,2,...,N} coincident, onan = Zak (mod 2), ce qui permet de

N N
réécrire le lemme de Gauss sous la forme ¢" = (=1)° (mod p) avec S = Z a, = Z VWJ
p
k=1 k=1
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2 Résidus quadratiques

Modulo p, les nombres 12,22, ... N? (avec N = %) représentent tous les carrés non nuls (car
(p — a)® = a?) et sont tous différents : si a®> = b? (mod p), alors p divise a® — b*> = (a — b)(a + b)
mais ne pouvant diviser a +b € {2,3,...,2N}, il divise |[a — b| € {0,1,..., N — 1}, donc a = b. Ces N
nombres distincts 12,22, ..., N2 sont exactement les racines (modulo p) du polynéme P(z) = 2% — 1
de degré N. Toujours par le petit théoreme de Fermat, les nombres qui ne sont pas congrus a des
carrés d’entiers annulent le polynome zP~! — 1 = (% — 1)(z" + 1) mais comme ils n’annulent pas

N —1 (dont les racines non nulles viennent d’étre recensées), ils annulent "V + 1. Pour résumer, ¢
est congru a 1 ou a —1 selon que ¢ est congru ou non a un carré. Legendre a défini le symbole

<q> B {—1—1 s'il existe x tel que p divise ¢ — x2

p —1 sinon

k
On a alors (q> = ¢" (mod p) et on peut remarquer que (q + p) = (q> pour tout entier k € Z.
p p p
. . . a\ _ N _ S )\ _ k:q
De plus, si ¢ est impair, alors | = ) = ¢V = (=1)° (mod p), donc | = ) = (=1)° avec S = Z
p p k=1LD
Exemples

-1 2p — 1
1) <> = < P ) dépend de la parité de la somme

-l - g -

k=1 k=1

Mz

2
(2k—1) = N2 = <]721> .

k=1
o -1 i p—1
On a les équivalences | — | =1, S est paire, — €2N, pe (AN+1).
p

2 2
2) () = (p+> dépend de la parité de la somme
p

p
N N N
Szév:(p—kZJ ;{ J kZ_lk N+ ).
p

—1 1
Te4Noup € 4N,

2
On a les équivalences () =1, S est paire, N € 4N ou N + 1 € 4N,
p
€ (8N+1)oupe (8N—-1).

mym m m
3) Le symbole de Legendre est multiplicatif : < L 2> = (mymy)N = mPml = <1> <2>
p p p
modulo p, si bien que les deux extrémités, qui valent 1 ou —1, sont égales.

. —2 -1 2 . .
En particulier, [ — | = [ — — | vaut 1 uniquement dans les cas suivants.
p p p

-1 2 ‘est-a-dire =
() = <p) =1, c’est-a-dire p€ (AN+1) N ((8N+ 1) U (8N + 7)) = (8N + 1)

-1 2 ‘est-a-dire =
<> = <p> = —1, cest-a-dire p € (4N +3) N ((8N+3) U (8N + 5)) = (8N + 3)

-2 -2 _
On peut également déterminer <> = <p) = (—1)(N DN/2 comme dans le deuxiéme exemple.
p p
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3 La loi de réciprocité quadratique

Si g # 2 est aussi un nombre premier (différent de p), on peut échanger les roles de p et g. On a alors

<g> = (—=1)% avec S = (p§/2 {@J et (8> = (-7 avec T = (q_zl%/z {@J .

p 1 p q el q

On voit ainsi que (]—9> (g) = (=1)*T ne dépend que de la parité de S + T.
q p

4
répartir en deux catégories : le sous-ensemble E| qui contient les éléments (x;y) vérifiant y < g:c et le
p

-1 -1 —1)(g—1
L’ensemble F = {1, 2,00, pT} X {1, 2,00, qT} contient M éléments que 'on peut

sous ensemble F, qui contient ceux vérifiant y > %x, c’est-a-dire x < gy (on ne peut pas avoir y = Z%a:

car la fraction L est irréductible). Le nombre d’éléments de ces sous-ensembles est respectivement

Z (zv—zli/2 Z (p—zliﬂ {qu Z qu:/2 Z (q—zli/2 oy
1= 1= — | =85 et 1= 1= {—J:T.
(@y)€Es o=l y<gie r=1 P (z;y)EE2 a<ly y=1 q

Comme E est réunion disjointe de E, et E,, on a

(p-1)(g—-1)

T =
S+ 1

Cette relation peut aussi étre expliquée par l'illustration

ci-contre (avec p = 17 et ¢ = 13) et démontre la loi de
réciprocité quadratique :

()

Pour étre plus explicite, on peut envisager deux situations.

D(g —
- Si les nombres p et g sont tous les deux congrus a 3 modulo 4, alors (p )4(q ) est impair, S
et T ont des parités différentes, et donc (2—)> =— (g)
q p
(g —
- Sil'un (au moins) des nombres p et g est congru a 1 modulo 4, alors ( l(q ) est pair, S et
T ont la méme parité, et donc (Z—?> = <g>
q p

Exemple. En utilisant la réduction modulaire (R), la loi de réciprocité quadratique (L) et la multi-
plicativité du symbole de Legendre (M), on a

() ()™ () () () (5) () () () () () (5)

2 2 23
Comme 3 et 13 ne sont pas congrus & +1 modulo 8, on a (ﬁ) = (§> = —1, et donc (E) = 1.

Ainsi, il existe un entier = tel que z2 — 23 est divisible par 13 (en fait z = 6 convient).
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